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Syntaxanalyse

• Formale Analyse von Ausdrücken einer 
Sprache
– Computerlinguistik

2

– Computerlinguistik
• Formale Analyse von Wörtern oder Sätzen einer 

natürlichen Sprache (z.B. des Deutschen)

– Informatik
• Formale Analyse von Ausdrücken einer forma-len

Sprache (z.B. einer Programmiersprache)

Analyse von Programmen

Programmtext
in PL 1

(benutzernah)

Syntax-
analyse Programmtext

in PL 2
(maschinenorientiert)

Semantik-
analyse
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(benutzernah) (maschinenorientiert)Transfor-
mationen

Aufgaben der Syntaxanalyse:
1. Syntaktisch korrekte Programme werden als korrekt erkannt
2. Syntaktisch unkorrekte Programme werden zurück gewiesen: 

Fehlererkennung und -diagnose

Analyse von natürlichsprachlichen 
Äußerungen

Natürlich-
sprachliche

Syntax-
analyse Semantische

Repräsentation

Semantik-
analyse
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Äußerung (Logik, RDF, …)Transfor-
mationen

Aufgaben der Syntaxanalyse:
1. Syntaktisch korrekte Äußerungen werden als korrekt erkannt
2. Syntaktisch unkorrekte Äußerungen werden zurück gewiesen: 

Fehlererkennung und –diagnose (??)



Beziehung zwischen Informatik 
und Computerlinguistik

• Informatik besitzt umfangreichen 
Methodenfundus
– präzise beschriebene Analyseverfahren
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– Charakterisierung der formalen Eigenschaf-ten 
dieser Verfahren (Entscheidbarkeit, 
Berechnungskomplexität)

– mathematische Beschreibung der „Hinter-
grundtheorie“ (formale Grammatiken, formale 
Sprachen, Automaten)

• Übernahme und Adaption an NL in CL

Mengentheoretische
Grundbegriffe

• Die Zusammenfassung aller Elemente � , die eine 
Eigenschaft � haben, wird als Menge M 
bezeichnet:
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M := {� | � hat die Eigenschaft �� }

Beispiele:

LAUF := {� | � ist deutsches Lexem, das mit „LAUF“ beginnt }
EoR := {� | � ist deutsches Lexem, das auf „E“ oder „R“ endet }

Mengentheoretische
Grundbegriffe

• Seien M1 und M2 Mengen. M1 ist Teilmenge von 
M2, falls aus � Î M1 stets � Î M2 folgt; symbolisch: 
M1 Í M2 .

• Gilt für zwei Mengen, M1 und M2 ,  einerseits M1 Í
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• Gilt für zwei Mengen, M1 und M2 ,  einerseits M1 Í
M2 und andererseits M1 ¹ M2, dann ist M1 echte 
Teilmenge von M2 ; symbolisch: M1 Ì M2 

Beispiele:

LAUF* := {Laufbahn, laufen, Lauffeuer, Laufmasche, Laufsteg}  ÍÍÍ Í LAUF 

LAUF Ì LA := {� | � ist deutsches Lexem, das mit „LA“ beginnt } 

R := {� | � ist deutsches Lexem, das auf „R“ endet }  ÍÍÍ Í EoR

Mengentheoretische
Grundbegriffe

• Gilt für zwei Mengen, M1 und M2 , sowohl M1 Í M2  
als auch M2 Í M1 , so folgt:          

M1 = M2 (Mengengleichheit)
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1 2 

• Die leere Menge ist die Menge, die kein Element 
enthält; symbolisch: {} oder Ø.
Bemerkung: Ø ist Teilmenge jeder Menge

• Die Kardinalität einer endlichen Menge M ist die 
Anzahl ihrer Elemente; symbolisch: |M|



Mengentheoretische
Grundbegriffe

• Wenn M und N Mengen sind, dann 
charakterisiert die Menge

M Ç N := {� | � Î M und � Î N } 
den Durchschnitt,

9

den Durchschnitt,

M È N := {� | � Î M oder � Î N }
die Vereinigung,

M \ N := {� | � Î M und � Ï N } 
das Komplement

von M und N

Mengentheoretische
Grundbegriffe

• Beispiele: 
LAUF*:= {Laufbahn, laufen, Lauffeuer, Laufmasche, Laufsteg} 

LAUF* Ç EoR
= { Lauffeuer, Laufmasche } 
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= { Lauffeuer, Laufmasche } 

{ Lauffeuer, Laufmasche } È { Lauffeuer, Laufpass 
} 

= { Lauffeuer, Laufmasche, Laufpass }

LAUF* \ EoR

= { Laufbahn, laufen, Laufsteg} 

Mengentheoretische
Grundbegriffe

• Wenn I = {1,...,� } eine nichtleere Indexmenge ist 
und jedes � Î I für Mi eine Menge charakterisiert, 
dann gilt als

11

– Verallgemeinerung des Durchschnitts

Ç Mi := {� | � Î Mi für alle � Î I } = Ç Mi

– Verallgemeinerung der Vereinigung

È Mi := {� | � Î Mi f.mind.ein � Î I } = È Mi

i Î I

i Î I

i = 1

i = 1

n

n

Mengentheoretische
Grundbegriffe

• Die Menge aller Teilmengen einer Menge M heißt 
Potenzmenge:

��� � (M) := { N | N Í M } = 2M

12

��� � (M) := { N | N Í M } = 2M

Beispiel:

LAUFS := { Laufschritt, Laufstall, Laufsteg }
2LAUFS = { Ø, {Laufschritt}, {Laufstall}, {Laufsteg}, 

{Laufschritt, Laufstall}, {Laufschritt, Laufsteg}, 
{Laufstall, Laufsteg}, LAUFS }

| 2LAUFS | = 23 = 8



Mengentheoretische
Grundbegriffe

• Das Kartesische Produkt von endlich vielen Mengen 
M1,.., Mn, n³ 2, ist die Menge aller n-tupel:

M x M x...x M := { (m ,..,m ) | m Î M , 1£i£n }
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M1 x M2 x...x Mn := { (m1,..,mn) | mi Î Mi , 1£i£n }

Beispiel:

LAUFB := { Laufbahn, Laufbursche }
LAUFS := { Laufschritt, Laufstall, Laufsteg }
LAUFB x LAUFS = { (Laufbahn, Laufschritt), (Laufbahn, Laufstall), 

(Laufbahn, Laufsteg), (Laufbursche, Laufschritt), 
(Laufbursche, Laufstall), (Laufbursche, Laufsteg) }

Grundbegriffe zu Relationen

• Eine (zweistellige) Relation r auf einer Menge M 
ist eine Teilmenge von M x M, d.h. r Í M x M. 
Man schreibt auch m r n für (m,n) Î r .
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Beispiel:

GleicheLänge Í DLexeme x DLexeme
GleicheLänge  =  { (du, da), (da, Ei), (er, es), …

(Dom, Bor), (Aal, Tor), …
(Bild, Tier), …
(Tiger, Sekte), ... }

Grundbegriffe zu Relationen

• Eine Relation r auf einer nichtleeren Menge M heißt 
Äquivalenzrelation, wenn
� � r � für jedes � Î M (reflexiv)
– aus � r � folgt � r � (symmetrisch)
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– aus � r � folgt � r � (symmetrisch)
– aus � r � und � r � folgt � r � (transitiv) 

Beispiel:

GleicheLänge ist Äquivalenzrelation:

(1) reflexiv: (du, du), (da, da), (Ei, Ei), (Aal, Aal), (Tiger, Tiger), ...
(2) symmetrisch: (Aal, Tor) � (Tor, Aal), (Tiger, Sekte) � (Sekte, Tiger), ...
(3) transitiv: (du, da), (da, Ei) � (du, Ei), 

(Bild, Tier), (Tier, Rand) � (Bild, Rand), ...

Grundbegriffe zu Relationen

• Ist r eine Äquivalenzrelation auf einer Menge M, 
dann heißt jede Menge [� ] := { n | � r n } für ein 
� Î M die von � repräsentierte Äquivalenzklasse. 

• Jede Äquivalenzrelation auf M bewirkt eine 
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• Jede Äquivalenzrelation auf M bewirkt eine 
Einteilung von M in paarweise disjunkte (d.h. 
elementfreie) Äquivalenzklassen.

Beispiele:

[da] = { Ei, er, es, du, ... }

[Aal] = { Tor, Bor, elf, vom, ... }
[Bild]= { Tier, Rand, grün, hell, ... }



Grundbegriffe zu Relationen

• Eine Halbordnung (partielle Ordnung) auf einer 
Menge M ist eine Relation „<“  auf M    mit den 
Eigenschaften
– aus < und < folgt: < (transitiv) 
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– aus � < � und � < � folgt: � < � (transitiv) 
– für kein � Î M gilt: � < � (irreflexiv)

Beispiel:

Ist_Unterbegriff Í DLexeme x DLexeme

Ist_Unterbegriff 
= { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), (KFZ, Artefakt),   

(Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Grundbegriffe zu Relationen

• Eine lineare Ordnung (totale Ordnung) auf einer 
Menge M ist eine Halbordnung „<“  auf M, bei der 
für beliebige � , � Î M entweder     � < � oder � < 
� oder � = � gilt.
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� oder � = � gilt.

Beispiel:

Lexikographisch_Vor Í DLexeme x DLexeme
Lexikographisch_Vor 
= { (Aal, Bild), (Bild, Rand), (Rand, Tiger), (Stelle, Stiel), 

(Stiel, Stil), (Stil, Stunde), (Klee, Zone), ... }

Grundbegriffe zu Relationen

• Das Produkt zweier Relationen, r und s auf M, ist 
festgelegt durch
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festgelegt durch
r s := { (x,z) | (x,y) Î r und (y,z) Î s f.e. y Î M } 

Grundbegriffe zu Relationen

• Für eine beliebige Relation r auf M definiert
– r 0 := { (m,m) | m Î M } die Diagonale,
– r 1 := r und  r i := r i-1 r für i>1
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– r 1 := r und  r i := r i-1 r für i>1

– r + := È r i = r 1  È r 2  È ... È r n

die transitive Hülle von r ,

– r * := È r i = r 0  È r 1  È r 2  È ... È r n

die reflexive und transitive Hülle von r

i ³ 1

i ³ 0



Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }
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Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff1 = Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 

(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
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(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff1 = Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 

(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
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(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ),
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff1 = Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 

(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
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(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ) }



Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff1 = Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ),

(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
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(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff1 = Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 

(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
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(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt), 
(KFZ, Objekt) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff1 = Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 

(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
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(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt), 
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff1 = Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 

(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
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(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt), 
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }



Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ),
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt), 
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
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(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
Ist_Unterbegriff3 = Ist_Unterbegriff2 Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, KFZ) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt), 
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
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(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
Ist_Unterbegriff3 = Ist_Unterbegriff2 Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, KFZ), (VW-PKW, Artefakt) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt),
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
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(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
Ist_Unterbegriff3 = Ist_Unterbegriff2 Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, KFZ), (VW-PKW, Artefakt), (PKW, Objekt) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt), 
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
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(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
Ist_Unterbegriff3 = Ist_Unterbegriff2 Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, KFZ), (VW-PKW, Artefakt), (PKW, Objekt), 
(Schreibtisch, Objekt) }



Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt), 
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }

33

(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
Ist_Unterbegriff3 = Ist_Unterbegriff2 Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, KFZ), (VW-PKW, Artefakt), (PKW, Objekt), 
(Schreibtisch, Objekt) }

Ist_Unterbegriff4 = Ist_Unterbegriff3 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, Artefakt) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt), 
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
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(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
Ist_Unterbegriff3 = Ist_Unterbegriff2 Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, KFZ), (VW-PKW, Artefakt), (PKW, Objekt), 
(Schreibtisch, Objekt) }

Ist_Unterbegriff4 = Ist_Unterbegriff3 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, Artefakt), (VW-PKW, Objekt) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt), 
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
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(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
Ist_Unterbegriff3 = Ist_Unterbegriff2 Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, KFZ), (VW-PKW, Artefakt), (PKW, Objekt), 
(Schreibtisch, Objekt) }

Ist_Unterbegriff4 = Ist_Unterbegriff3 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, Artefakt), (VW-PKW, Objekt) }

Ist_Unterbegriff5 = Ist_Unterbegriff4 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, Objekt) }

Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“
Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt) }

Ist_Unterbegriff2 = Ist_Unterbegriff1 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt), 
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
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(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt) }
Ist_Unterbegriff3 = Ist_Unterbegriff2 Ist_Unterbegriff

=  { (VW-Golf, KFZ), (VW-PKW, Artefakt), (PKW, Objekt), 
(Schreibtisch, Objekt) }

Ist_Unterbegriff4 = Ist_Unterbegriff3 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, Artefakt), (VW-PKW, Objekt) }

Ist_Unterbegriff5 = Ist_Unterbegriff4 Ist_Unterbegriff
=  { (VW-Golf, Objekt) }

Ist_Unterbegriff6 = Ist_Unterbegriff5 Ist_Unterbegriff = {}



Transitive Hülle von „Ist_Unterbegriff“

È Ist_Unterbegriffi = Ist_Unterbegriff1  È
Ist_Unterbegriff2  È ... È Ist_Unterbegriffn

=  { (VW-Golf, VW-PKW), (VW-PKW, PKW), (PKW, KFZ), 
(KFZ, Artefakt), (Artefakt, Objekt), (Schreibtisch, 
Möbel), (Möbel, Artefakt),

i ³ 1
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Möbel), (Möbel, Artefakt),
(VW-Golf, PKW), (VW-PKW, KFZ), (PKW, Artefakt),     
(KFZ, Objekt), (Schreibtisch, Artefakt), (Möbel, Objekt),
(VW-Golf, KFZ), (VW-PKW, Artefakt), (PKW, Objekt), 
(Schreibtisch, Objekt),
(VW-Golf, Artefakt), (VW-PKW, Objekt),
(VW-Golf, Objekt) }

Grundlagen formaler Sprachen: 
Alphabet

• Sei SSSS ein beliebiges Alphabet, d.i. eine 
Menge von Symbolen oder Zeichen
– Beispiele für verbreitete Alphabete:

• {A,B,C, ..., X,Y,Z} lateinisches Alphabet
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• {A,B,C, ..., X,Y,Z} lateinisches Alphabet
• {1,2,3, ..., 7,8,9, 0} indisch-arabisches 

Zahlensystem
• {0,1} Binärzahlen
• {      ,     ,     } internat. Ampelalphabet
• {A[denin], G[uanin], 

T[hymin], C[ytosin]} Basen-Alphabet der DNA

Grundlagen formaler Sprachen:
Wörter

• Seien Wörter (Sätze, Strings, Ketten) 
über einem Alphabet SSSS in der folgen-den 
Weise definiert:
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Weise definiert:
1. eeee ist ein Wort über SSSS (eeee ist das Leerwort, 

das keine Symbole hat)
2. falls cccc ein Wort über SSSS und aaaa ÎÎÎ Î SSSS ist, dann 

ist cccc a a a a ein Wort über SSSS
3. gggg ist ein Wort über SSSS genau dann, wenn 

sein Bildung aus (1) oder (2) folgt 

Grundlagen formaler Sprachen: 
Konkatenation

• Das Wort  wwww o tttt :=  w tw tw tw t := wwww1111...wwwwm tttt 1111 ... tttt n heißt 
Konkatenation von wwww und tttt , falls w = ww = ww = ww = w1111...wwwwm  und tttt
= tttt 1111...tttt n (wwwwi, tttt j ÎÎÎ Î SSSS) Wörter über SSSS sind; 

40

= tttt 1111...tttt n (wwwwi, tttt j ÎÎÎ Î SSSS) Wörter über SSSS sind; 
„o“ (sprich: „Kringel“) ist der Konkatenationsoperator.

– Für alle Wörter wwww gilt:  wwww o eeee =  eeee o wwww =  wwww

Beispiele für Konkatenationen:
• ABC o X = ABCX
• 24 o 24 = 2424
• wort o stamm = wortstamm



Formale Sprache

• Eine (formale) Sprache ��� � (oder Wort-
menge) über einem Alphabet  SSSS ist eine 
Menge von Wörtern über SSSS :

��� � := { wwww | wwww ist Wort über S S S S }

41

��� � := { wwww | wwww ist Wort über S S S S }
• Sei ferner SSSS* (bzw. SSSS+) die Menge aller

Wörter über SSSS unter Einschluss (bzw. 
Ausschluss) von eeee.

• Dann gilt für jede Sprache ��� � über SSSS : 

��� � Í SSSS*

Grundlagen formaler Sprachen

• Seien  w, tw, tw, tw, t, aaaa und ggggWörter über SSSS mit  w w w w 
= t a g t a g t a g t a g . aaaa heißt Teilwort (Substring) von 
wwww, im Falle tttt = eeee auch Präfix, im Falle gggg= 
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wwww, im Falle tttt = eeee auch Präfix, im Falle gggg= 
eeee auch Suffix von wwww.

Beispiele:

• tst ist Teilwort in wortstamm
• wort ist Präfix in wortstamm
• mm ist Suffix in wortstamm

Grundlagen formaler Sprachen

• Als Länge eines Wortes  wwww definiert man die 
Anzahl der Symbole in w w w w und be-zeichnet 
diese mit | w w w w | . Es gilt: 
– | e e e e | = 0
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– | e e e e | = 0
– | s s s s | = 1 für alle s ÎÎÎ Î SSSS
– | w t w t w t w t | = | w w w w | + | t t t t | für alle Wörter  w, tw, tw, tw, t über S S S S . 

Beispiele:
• | ABCX | = 4
• | wort o stamm | = | wort | + | stamm | =  4 + 5 =  9

Grundbegriffe
zu formalen Sprachen

• Eine Wortmenge (Sprache) � bezüglich eines 
Alphabets SSSS ist gegeben durch

��� � := { wwww | wwww ist Wort über S S S S } 
• Das Spiegelbild eines Wortes  w w w w := wwww ...wwww (wwww

��� �
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��� �
• Das Spiegelbild eines Wortes  w w w w := wwww1111...wwwwm (wwwwi

ÎÎÎ Î SSSS)  ist das Wort wwwwr := wwwwm ... wwww1 1 1 1 , das 
Spiegelbild einer Wortmenge ��� � ist

��� � r := { wwwwr | wwww ÎÎÎ Î ��� � } .

Beispiele für Spiegelbilder:
• 2424r = 4242, wortr = trow, ar = a
• MIRr = {2424r, wortr, ar }

= {4242, trow, a }



Grundbegriffe
zu formalen Sprachen

• Die Zusammensetzung (Konkatenation) von 
Wortmengen ��� � und 3333 ist gegeben durch

��� � o 3333 := ��� � 3333 := { wtwtwtwt | w w w w ÎÎÎ Î ��� � , t, t, t, t ÎÎÎ Î 3 3 3 3 } 
• Dabei gilt:

��� � ��� � ��� �
��� � ��� �
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��� �
��� � ��� � ��� �

• Dabei gilt:
��� � { eeee }   =  { eeee}  ��� � =  ��� �

��� � Ø  =  Ø ��� � =  Ø

Beispiele für Konkatenationen:
• DLex := {Fisch, Fest, Fleck}; DEnd := {e, es, er}
• DLex o DEnd = {Fische, Fisches, Fischer, Feste, Festes, 

Fester, Flecke, Fleckes, Flecker}

• Potenzen von Wörtern w w w w bzw. Wort-mengen
��� � sind gegeben durch:
– wwww0 := eeee wwww1 := wwww wwwwi := wwwwi-1 wwww , für i³³³³ 1

– ��� � 0 := {eeee} ��� � 1 := ��� � ��� � i := ��� � i-1 ��� � , für i³³³³ 1

Grundbegriffe
zu formalen Sprachen
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��� �

– ��� � := {eeee} ��� � := ��� � ��� � := ��� � ��� � , für i³³³³ 1

Beispiele für Potenzen von Wortmengen:
• DSilbe := {ba, di, ko}
• DSilbe0 = {eeee}, DSilbe1 = {ba, di, ko}
• DSilbe2 = DSilbe1 DSilbe 

= { baba, badi, bako, diba, didi, diko , 
koba, kodi, koko}

• DSilbe3 = DSilbe2 DSilbe

• Die Plushülle bzw. Sternhülle einer 
Wortmenge ��� � werden definiert durch:

��� � + := È ��� � i ��� � * := È ��� � i

Grundbegriffe
zu formalen Sprachen
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��� �

��� � + := È ��� � i ��� � * := È ��� � i

• Ist SSSS ein Alphabet, dann ist SSSS* die Ge-
samtheit aller Wörter über SSSS. Jede 
Teilmenge dieser Sternhülle, ��� � Í SSSS*, heißt 
formale Sprache über S .S .S .S .

i ³ 1 i ³ 0

Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

• Eine formale Grammatik 			 	 ist ein 4-tupel
			 	 = ( N, T, P, S )

mit
– N:  das Alphabet der Nicht-Terminalsymbole
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– N:  das Alphabet der Nicht-Terminalsymbole
– T:  das Alphabet der Terminalsymbole
– P:  eine endliche Menge von Produktionen der Form

aaaa �  gggg (gesprochen: „aaaa produziert g g g g “ ) mit
aaaa ÎÎÎ Î (N ÈÈÈÈ T)* N (N ÈÈÈÈ T)* und
gggg ÎÎÎ Î (N ÈÈÈÈ T)*

– S:  das Startsymbol, S ÎÎÎ Î N





 = N ÈÈÈÈ T, bezeichnet das Gesamtalphabet (N ÇÇÇÇ T = Ø)



Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

• Eine formale Grammatik 			 	 erzeugt eine 
formale Sprache. Der Erzeu-gungsprozess 
ist festgelegt durch eine auf 


 
 * definierte 
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ist festgelegt durch eine auf 


 
 * definierte 
Relation „� “ (gesprochen: „ist direkt ableitbar 
nach“ ).

Für u, v, gggg ÎÎÎ Î 


 
 * und aaaa ÎÎÎ Î 


 
 * N 



 * gilt:

u aaaa v � u ggggv genau dann, wenn aaaa �  gggg ÎÎÎ Î P

Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

• Die transitive Hülle der Relation „� “ 
schreibt man
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+� (gesprochen: „ist nichttrivial ableitbar nach“)

• Die reflexive und transitive Hülle der 
Relation „� “ schreibt man
*� (gesprochen: „ist ableitbar nach“)

Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

• Man schreibt ���� n��� � ���� , um auszudrücken, 
dass �0, �1, ..., �n existieren mit
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��= �0, � i � � i+1 für 0£i<n und �n = �

• Damit ist also
���� +��� � ���� g.d.w. � n� � für ein n³ 1 und
���� *��� � ���� g.d.w. entweder � =� oder � +� �

Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

• Die von der formalen Grammatik 
			 	 = ( N, T, P, S ) erzeugte formale 
Sprache ��� � (			 	 ) ist wie folgt definiert:

��� �
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Sprache ��� � (			 	 ) ist wie folgt definiert:

��� � (			 	 ) := { tttt | tttt ÎÎÎ Î T*, S *��� � tttt , 

S ist Startsymbol von 	�	�	�	� }

tttt heißt auch Wort der Sprache ��� � (			 	 ) .



Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

• Zwei formale Grammatiken 			 	 



 und 			 	 ���� , 			 	 




¹ 			 	 ���� , heißen äquivalent, wenn sie 
dieselbe Sprache erzeugen, d.h.:

��� � ��� �
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dieselbe Sprache erzeugen, d.h.:

��� � (			 	 



 ) = ��� � (			 	 ���� )

Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

• Abhängig von der Form der zugelassenen 
Produktionen definiert man vier Typen von 
formalen Grammatiken: 
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– Eine Grammatik 	�	�	�	� heißt Typ-0-Grammatik, wenn die 
Gestalt der Produktionen nicht weiter eingeschränkt 
ist. D.h., sie haben die Form

aaaa �  gggg
mit

aaaa ÎÎÎ Î (N ÈÈÈÈ T)* N (N ÈÈÈÈ T)* und
gggg ÎÎÎ Î (N ÈÈÈÈ T)*

Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

– Eine Grammatik 	�	�	�	� heißt Typ-1-Grammatik, 
(kontextsensitive Grammatik), wenn P nur 
Produktionen der Gestalt

aaaa �  gggg
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aaaa �  gggg
mit

aaaa ÎÎÎ Î (N ÈÈÈÈ T)* N (N ÈÈÈÈ T)* und
gggg ÎÎÎ Î (N ÈÈÈÈ T)*

| aaaa | ££££ | gggg | 
(sog. non-shrinking rules) und eventuell die 
Produktion S �  eeee enthält (wobei letztere nur 
zugelassen ist, wenn das Startsymbol S in keiner 
Produktion auf der rechten Seite auftritt)

Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

– Eine Grammatik 	�	�	�	� heißt Typ-2-Grammatik, (kontextfreie 
Grammatik), wenn P nur Pro-duktionen enthält der 
Gestalt

AAAA �  gggg mit  AAAA ÎÎÎ Î N  und   gggg ÎÎÎ Î (N ÈÈÈÈ T)*
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AAAA �  gggg mit  AAAA ÎÎÎ Î N  und   gggg ÎÎÎ Î (N ÈÈÈÈ T)*

– Eine Typ-2-Grammatik ist in Backus-Naur-Form (BNF) 
notiert, wenn

• statt des Pfeilsymbols „� “ die Symbolfolge „::=“ für 
Produktionen verwendet wird

• Produktionen mit gleicher linker Seite (AAAA �  gggg1, AAAA �  gggg2, ..., AAAA
�  ggggk, ) in einer Regel der Form AAAA ::= gggg1 |  gggg2 | ... | ggggk, 
zusammen gefasst werden, also ein senkrechter Strich die 
Alternativen trennt. 



Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

– Eine Grammatik 	�	�	�	� heißt Typ-3-Grammatik, (reguläre 
Grammatik), wenn P nur Produktionen der Gestalt

AAAA �  gggg mit  AAAA ÎÎÎ Î N  und  gggg ÎÎÎ Î N T* ÈÈÈÈ T* 
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(sog. linkslineare Produktionen) oder nur 
Produktionen der Gestalt

AAAA �  gggg mit  AAAA ÎÎÎ Î N  und  gggg ÎÎÎ Î T* N ÈÈÈÈ T* 

(sog. rechtslineare Produktionen) enthält.
– Man spricht dann auch entsprechend von 

linkslinearen bzw. rechtslinearen Grammatiken.

Beispiel einer rechtslinearen 
Grammatik

			 	 -3  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, A, B }
T = { a, b }

P = { S � aA,
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P = { S � aA,

A � aA,

A � bbB,

B � bB,

B � b }

��� � (			 	 -3) = { abbb, aabbb, aaabbb, aaaabbb, abbbb, ... }
= anbm , n,m³³³³ 1

Beispiel einer kontextfreien 
Grammatik

			 	 -2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S � aSb,

��� �

59

P = { S � aSb,

S � ab }

��� � (			 	 -2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1

Beispiel einer kontextfreien 
Grammatik

			 	 -2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S � aSb,

��� �
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P = { S � aSb,

S � ab }

��� � (			 	 -2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1

aSb � aabb mit S � ab ÎÎÎ Î P



Beispiel einer kontextfreien 
Grammatik

			 	 -2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S � aSb,

��� �
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P = { S � aSb,

S � ab }

��� � (			 	 -2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1

S 4� aaaabbbb S *� aaaabbbb

S  � aSb   � aaSbb   � aaaSbbb   � aaaabbbb
s0 s1 s2 s3 s4

Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab,

bB � bb,

C � c }

��� � (			 	 -1) = { abc, aabbcc, aaabbbccc, ... }
= anbncn , n³³³³ 1

Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S  *� aaabbbccc

Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S � aSBC



Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S  � aSBC   � aaSBCBC

Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S  � aSBC   � aaSBCBC   � aaaBCBCBC

Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S  � aSBC   � aaSBCBC   � aaaBCBCBC   �
... � aaaBBCCBC

Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S  � aSBC   � aaSBCBC   � aaaBCBCBC   �
... � aaaBBCCBC   � ... � aaaBBCBCC



Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S  � aSBC   � aaSBCBC   � aaaBCBCBC   �
... � aaaBBCCBC   � ... � aaaBBCBCC   � ... 
� aaaBBBCCC

Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 

70

P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S  � aSBC   � aaSBCBC   � aaaBCBCBC   �
... � aaaBBCCBC   � ... � aaaBBCCBC   � ... 
� aaaBBBCCC   � aaabBBCCC

Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S  � aSBC   � aaSBCBC   � aaaBCBCBC   �
... � aaaBBCCBC   � ... � aaaBBCCBC   � ... 
� aaaBBBCCC   � aaabBBCCC  � aaabbBCCC

Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S  � aSBC   � aaSBCBC   � aaaBCBCBC   �
... � aaaBBCCBC   � ... � aaaBBCCBC   � ... 
� aaaBBBCCC   � aaabBBCCC  � aaabbBCCC  
� aaabbbCCC



Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 
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P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S  � aSBC   � aaSBCBC   � aaaBCBCBC   �
... � aaaBBCCBC   � ... � aaaBBCCBC   � ... 
� aaaBBBCCC   � aaabBBCCC  � aaabbBCCC  
� aaabbbCCC � ... � aaabbbccc

Beispiel einer kontextsensitiven 
Grammatik

			 	 -1  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S, B, C, X }
T = { a, b, c }

P = { S � aSBC, S � aBC, 

74

P = { S � aSBC, S � aBC, 

CB � XB, XB � XC, XC � BC,

aB � ab, bB � bb, C � c }

S � aSBC   � aaSBCBC   � aaaBCBCBC   �
... � aaaBBCCBC   � ... � aaaBBCCBC   � ... 
� aaaBBBCCC   � aaabBBCCC  � aaabbBCCC  
� aaabbbCCC  � ... aaabbbccc

Typen formaler Sprachen
(und ihr Bezug zu Grammatik-Typen)

– Eine formale Sprache heißt vom Typ 0, 1, 2
oder 3, wenn sie von einer Grammatik des 
entsprechenden Typs erzeugt werden kann.
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entsprechenden Typs erzeugt werden kann.
• Eine Typ-1-Sprache heißt auch kontextsensitive 

Sprache.
• Eine Typ-2-Sprache heißt auch kontextfreie Sprache.
• Eine Typ-3-Sprache heißt auch reguläre Sprache.

Chomsky-Hierarchie formaler 
Sprachen

– Für jedes Alphabet SSSS (mit mindestens zwei 
Symbolen) ist die Menge der Typ-����-Sprachen 
über S S S S für ���� = 0, 1, 2 jeweils (echte) Ober-menge 
der Typ-[ +1]-Sprachen über SSSS.      Die damit 
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Typ-2

der Typ-[���� +1]-Sprachen über SSSS.      Die damit 
gegebene Hierarchie von formalen Sprachen 
heißt Chomsky-Hierarchie.

Typ-3 Typ-1 Typ-0



Formale Eigenschaften 
natürlicher Sprachen

– Natürliche Sprachen werden im Folgenden als 
formale Sprachen (Mengen von Wörtern) 
betrachtet
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betrachtet
– Problemstellung:

Welcher Typ formaler Sprachen charakterisiert 
natürliche Sprachen ?

Natürliche Sprachen als 
reguläre Sprachen

– Natürliche Sprachen sind ausdrucksstärker als 
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– Natürliche Sprachen sind ausdrucksstärker als 
reguläre Sprachen (Typ-3)

• Beweisbar durch Pumping-Theorem und die 
Tatsache, dass reguläre Sprachen unter Mengen-
schnitt abgeschlossen sind (Lr1 Ç Lr2 = Lr3)

• Illustration durch Sprachdaten

Sind Natürliche Sprachen regulär ?

Satzbeispiele:
(1)  The cat waited.
(2)  The cat the dog admired waited.
(3) The cat the dog the ant bit admired waited.
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(3) The cat the dog the ant bit admired waited.

Satzformel:
(„the“ N)n (Vtransitiv)n-1 („waited“ [Vintransitiv])1 

bzw. an bn-1 x

Beweisidee (Abschluss unter Schnitt):

Englischreg [als Menge von Ketten] Ç N* V* x = Nn Vn-1 x

Aber: an bn ist eine CFL (pumping lemma)!

Natürliche Sprachen als 
kontextfreie Sprachen

– Einige natürliche Sprachen sind (etwas) 
ausdrucksstärker als kontextfreie Sprachen

• Beweisbar durch Pumping Theorem und die 
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• Beweisbar durch Pumping Theorem und die 
Tatsache, dass kontextfreie Sprachen unter 
Mengenschnitt mit regulären Sprachen 
abgeschlossen sind (Lcf1 Ç Lr2 = Lcf3)

• Illustration durch Sprachdaten



Sind alle Natürlichen Sprachen kontextfrei ?

Satzbeispiele (cross-serial dependencies):
(1)   Jan säit.
(2)   Jan säit das mer em Hans hälfed.
(3) Jan säit das mer em Hans es huus hälfed aastriiche.
(4) Jan säit das mer d‘chind em Hans es huus lönd hälfe aastriiche.
(5) Jan sagte, das wir - die KinderAKK – dem HansDAT – das Haus

lassenAKK - helfenDAT - anzustreichen
Satzformel:
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Satzformel:
Jan säit das mer („d‘chind“AKK)n („em Hans“DAT)m es huus („lönd“AKK)n 

(„hälfe“DAT)m aastriiche. 
bzw. w an bm x cn dm y
Beweisidee (Abschluss unter Schnitt):
SchweizerDeutschcf [als Menge von Ketten] Ç Jan säit das mer (NAKK)* 

(NDAT)* es huus (VAKK)* (VDAT)* aastriiche
= Jan säit das mer (NAKK)n (NDAT)m es huus (VAKK)n (VDAT)m aastriiche. 

Aber: w an bm x cn dm y ist eine CSL (pumping lemma)!

Natürliche Sprachen als 
formale Sprachen

– NLs sind keine Typ-3-Sprachen
– NLs sind überwiegend (Englisch, Deutsch, 

Französisch, Spanisch, …) Typ-2-Sprachen
– Einige wenige NLs sind sicher (Schweizer 
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– Einige wenige NLs sind sicher (Schweizer 
Deutsch) bzw. vermutlich (Niederländisch, 
Bambara [Mali]) milde Typ-1-Sprachen

Typ-1 Typ-0Typ-2Typ-3 NL

Funktion D-Erkenner (� Band, � FSA) = „accept“ oder „reject“

Index � Bandanfang
AktualZustand � Anfangszustand des FSA 

Kostenrechnung für det. FSA-
Erkennungsalgorithmus

1
1
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�
AktualZustand � Anfangszustand des FSA 
LOOP
IF   Ende der Eingabekette ist erreicht   THEN

IF AktualZustand ist ein Endzustand   THEN return „accept“
ELSE return „reject“

ELSE-IF Zustandstransitionstabelle[ AktualZustand, Band(Index) ] = 0   
THEN

return „reject“
ELSE AktualZustand � Zustandstransitionstabelle[ AktualZustand, 
Band(Index) ] 

Index � Index + 1
LOOPEND

n

1

1

1

1

1

Komplexitätsklassen

– O(1) konstant
– O(log n) logarithmisch
– O(n) linear

84

– O(n) linear
– O(nk) polynomial (k Î [2,4])
– O(nk) polynomial (k > 4)
– O(kn) exponentiell



(Lauf-)Zeit-Klassen
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(Lauf-)Zeit-Klassen
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(Lauf-)Zeit-Klassen
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(Lauf-)Zeit-Klassen

88



Implikationen für die 
automatische Sprachanalyse

– NLs sind keine Typ-3-Sprachen
• Trotzdem werden endliche Automaten (FSA) für NLP-Analytik 

eingesetzt
• Lineare Laufzeit (O(n))

– NLs sind überwiegend (Englisch, Deutsch, Französisch, 
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– NLs sind überwiegend (Englisch, Deutsch, Französisch, 
Spanisch, …) Typ-2-Sprachen

• Kellerautomaten als Basismodell
• Syntaxanalyse in max. kubischer Laufzeitkomplexität (O(n3))

– Einige wenige NLs sind sicher (Schweizer Deutsch) bzw. 
vermutlich (Niederländisch, Bambara [Mali]) milde Typ-1-
Sprachen

• Syntaxanalyse in max. O(n6) Laufzeitkomplexität
• Grammatikmodell: Tree Adjoining Grammar (TAG)

(Lauf-)Zeit-Klassen
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(Lauf-)Zeit-Klassen
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(Lauf-)Zeit-Klassen
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(Lauf-)Zeit-Klassen
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(Lauf-)Zeit-Klassen
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(Lauf-)Zeit-Klassen
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(Lauf-)Zeit-Klassen

96



(Lauf-)Zeit-Klassen
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(Lauf-)Zeit-Klassen
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Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

Die folgenden Festlegungen zu Ab-
leitungen beruhen auf der Annahme, dass 
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leitungen beruhen auf der Annahme, dass 
die zugrundeliegende Grammatik 
kontextfrei ist!

Grundbegriffe
zu formalen Grammatiken

– Eine Grammatik 	�	�	�	� heißt Typ-2-Grammatik, 
(kontextfreie Grammatik), wenn P nur Pro-
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(kontextfreie Grammatik), wenn P nur Pro-
duktionen enthält der Gestalt

AAAA �  gggg mit  AAAA ÎÎÎ Î N  und   gggg ÎÎÎ Î (N ÈÈÈÈ T)*



Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Ein nicht-identischer Ableitungsschritt ist 
definiert als Tripel

AAAA gggg AAAA gggg
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dddd = [�, AAAA �  gggg ,�]  mit  �,� ÎÎÎ Î 


 
 ������������und  AAAA �  gggg ÎÎÎ Î P 

dddd beschreibt die Beziehung:  � AAAA��� � gggg ��

• Als Quelle bzw. Ziel des Ableitungsschrittes dddd
gelten  ��� � (dddd) = � AAAA���bzw.  ���� (dddd) = � gggg ��. 

Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Zur Beschreibung von Beziehungen �� � � � , �
ÎÎÎ Î 


 
 ���� , denen keine Anwendung einer Pro-duktion 
zugrunde liegt, werden identische 
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zugrunde liegt, werden identische 
Ableitungsschritte der Form dddd = id (� )  mit    �
ÎÎÎ Î 


 
 ������������definiert.

• Quelle bzw. Ziel des identischen Ableitungs-
schrittes dddd = id (� ) sind festgelegt durch:  ��� � (dddd) = 
� = ���� (dddd) . 

Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Eine endliche nichtleere Folge 

DDDD= { ddddi }n
i=1

von Ableitungsschritten dddd mit (dddd ) = 
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von Ableitungsschritten ddddi mit ��� � (ddddi+1) = 
���� (ddddi) für 1££££i<n heißt Ableitung von ��� � (dddd1) 
nach ���� (ddddn).

• Quelle von DDDD ist ��� � (DDDD) = ��� � (dddd1) , Ziel von DDDD
ist ���� (DDDD) = ���� (ddddn) .

Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Als Länge einer Ableitung DDDD= { ddddi }n
i=1 ist 

die Anzahl von nicht-identischen 
Ableitungsschritten in  DDDD definiert.
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Ableitungsschritten in  DDDD definiert.

– Sei DDDD eine Ableitung mit ��� � (DDDD) = � und ���� (DDDD) = �
der Länge �. Dann gilt: �� �� �� .

– Umgekehrt folgt aus �� �� � die Existenz einer 
Ableitung der Länge � mit ��� � (DDDD) = � und ���� (DDDD) = 
� .



Ableitung für 
„aaaabbbb“

dddd1 = [ eeee, S � aSb, e e e e ]
59

Beispiel einer 
kontextfreien Grammatik

G-2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S �������� aSb,

S �������� ab }

�"�"�"�" (G-2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1

�
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��� � (dddd1) = eeeeSe e e e , ���� (dddd1) = eeeeaSbe e e e 

Ableitung für 
„aaaabbbb“

59

Beispiel einer 
kontextfreien Grammatik

G-2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S �������� aSb,

S �������� ab }

�"�"�"�" (G-2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1dddd1 = [ eeee, S � aSb, e e e e ]

dddd2 = [ a, S � aSb, b ]

�
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��� � (dddd1) = eeeeSe e e e , ���� (dddd1) = eeeeaSbe e e e 
��� � (dddd2) = aSb , ���� (dddd2) = aaSbb

Ableitung für 
„aaaabbbb“

59

Beispiel einer 
kontextfreien Grammatik

G-2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S �������� aSb,

S �������� ab }

�"�"�"�" (G-2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1dddd1 = [ eeee, S � aSb, e e e e ]

dddd2 = [ a, S � aSb, b ]
dddd3 = [ aa, S � aSb, bb ]

�
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��� � (dddd1) = eeeeSe e e e , ���� (dddd1) = eeeeaSbe e e e 
��� � (dddd2) = aSb , ���� (dddd2) = aaSbb

dddd3 = [ aa, S � aSb, bb ]

��� � (dddd3) = aaSbb , ���� (dddd3) = aaaSbbb

Ableitung für 
„aaaabbbb“

59

Beispiel einer 
kontextfreien Grammatik

G-2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S �������� aSb,

S �������� ab }

�"�"�"�" (G-2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1dddd1 = [ eeee, S � aSb, e e e e ]

dddd2 = [ a, S � aSb, b ]
dddd3 = [ aa, S � aSb, bb ]

�
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��� � (dddd1) = eeeeSe e e e , ���� (dddd1) = eeeeaSbe e e e 
��� � (dddd2) = aSb , ���� (dddd2) = aaSbb

dddd3 = [ aa, S � aSb, bb ]

��� � (dddd3) = aaSbb , ���� (dddd3) = aaaSbbb

dddd4 = [aaa, S � ab, bbb ]

��� � (dddd4) = aaaSbbb , ���� (dddd4) = aaaabbbb



Ableitung für 
„aaaabbbb“

59

Beispiel einer 
kontextfreien Grammatik

G-2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S �������� aSb,

S �������� ab }

�"�"�"�" (G-2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1dddd1 = [ eeee, S � aSb, e e e e ]

dddd2 = [ a, S � aSb, b ]
dddd3 = [ aa, S � aSb, bb ]

�
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��� � (dddd1) = eeeeSe e e e , ���� (dddd1) = eeeeaSbe e e e 
��� � (dddd2) = aSb , ���� (dddd2) = aaSbb

dddd3 = [ aa, S � aSb, bb ]

��� � (dddd3) = aaSbb , ���� (dddd3) = aaaSbbb

dddd4 = [aaa, S � ab, bbb ]

��� � (dddd4) = aaaSbbb , ���� (dddd4) = aaaabbbb

��� � (DDDD) = ��� � (dddd1) = S , 

���� (DDDD) = ���� (dddd4) = aaaabbbb

Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Ein Ableitungsschritt dddd = [�, AAAA �  gggg ,�] heißt 
Links- bzw. Rechtsableitungs-schritt, wenn 
� ÎÎÎ Î ���� ������������bzw. � ÎÎÎ Î ���� ���� .

� �
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• Man schreibt  ��� L ���bzw. ��� R �� , wenn �
aus � durch einen Links- bzw. 
Rechtsableitungsschritt hervor geht.
– D.h.: � entsteht aus � durch Ersetzen des in �

am weitesten links bzw.rechts stehen-den 
Nichtterminalsymbols gemäß einer Produktion 
AAAA �  gggg .

Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Eine Links- bzw. Rechtsableitung ist eine Ablei-
tung, die entweder nur aus einem identischen 
Ableitungsschritt oder aus einer endlichen 
nichtleeren Folge DDDD= { dddd }n von nicht-identi-schen 

111

nichtleeren Folge DDDD= { ddddi }n
i=1 von nicht-identi-schen 

Ableitungsschritten ddddi = [�i, AAAA i �  ggggi ,� i] besteht mit �i
ÎÎÎ Î ���� ������������bzw. � i ÎÎÎ Î ���� ���� für 1££££i ££££n .

• Man schreibt  �� � � R ���bzw. �� �� R �� , um auszu-
drücken, dass eine Rechtsableitung von � nach �
bzw. eine Rechtsableitung der Länge � von � nach �
existiert (analog für Linksableitungen).

Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Jede Zeichenfolge � mit  S � � ��heißt 
Satzform; im Fall  S � � ���bzw. S � � ��
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Satzform; im Fall  S � � L ���bzw. S � � R ��
auch Links- bzw. Rechtssatzform.



Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Sei PPPP eine Menge von Marken, mit denen die 
Produktionen P der zugrundeliegenden 
Grammatik 			 	 eindeutig identifiziert werden 
können.
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können.

Eine Folge pppp = p1,...,pn mit pi ÎÎÎ Î PPPP , 1££££i ££££q, heißt 
Kontrollwort (Parse) einer Ableitung  DDDD= { ddddi 
}n

i=1 , wenn für 1££££i ££££q die im �-ten 
Ableitungsschritt angewandte Produktion durch 
die Marke pi gekennzeichnet ist.

Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Um auszudrücken, dass  pppp Kontrollwort einer 
Ableitung von � nach � ist, schreibt man auch ��
p� ���

wwww ÎÎÎ Î ��� � p� w , w , w , w , pppp
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• Falls  wwww ÎÎÎ Î ��� � (			 	 )  und  S p� w , w , w , w , heißt pppp auch 

Kontrollwort (Parse) für wwww. 

• Analog gibt es ein Linkskontrollwort (Links-
Parse) bzw. ein Rechtskontrollwort (Rechts-
Parse), wenn die dazugehörige Ableitung eine 
Links- bzw. Rechtsableitung ist, also:          ��p� L

���bzw.  ��p� R � .

Kontrollwort für 
„aaaabbbb“

dddd1 = [ eeee, S � aSb, e e e e ]
dddd2 = [ a, S � aSb, b ]
dddd3 = [ aa, S � aSb, bb ]

59

Beispiel einer 
kontextfreien Grammatik

G-2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S �������� aSb,

S �������� ab }

�"�"�"�" (G-2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1

�

1
2
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��� � (dddd1) = eeeeSe e e e , ���� (dddd1) = eeeeaSbe e e e 
��� � (dddd2) = aSb , ���� (dddd2) = aaSbb

dddd3 = [ aa, S � aSb, bb ]

��� � (dddd3) = aaSbb , ���� (dddd3) = aaaSbbb

dddd4 = [aaa, S � ab, aaa ]

��� � (dddd4) = aaaSbbb , ���� (dddd4) = aaaabbbb

��� � (DDDD) = ��� � (dddd1) = S , 

���� (DDDD) = ���� (dddd4) = aaaabbbb

ppppaaaabbbb = 1 1 1 2

S p� aaaabbbb

Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Eine Ableitung DDDD= { ddddi }n
i=1 ist im Allgemei-nen 

durch ihre Quelle und ihr Kontrollwort nicht 
eindeutig bestimmt.

• Dagegen ist jede Links- bzw. Rechts-ableitung
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• Dagegen ist jede Links- bzw. Rechts-ableitung
durch ihre Quelle und ihr Kontrollwort 
eindeutig bestimmt. Durch einen Links- bzw. 
Rechts-Parse für ein Wort  wwww ÎÎÎ Î ��� � (			 	 )  wird also 
die zugehörige Links- bzw. Rechtsableitung 
eindeutig beschrieben.



Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

Eine wesentliche Aufgabe der Syntax-analyse 
besteht darin, für Wörter  wwww ÎÎÎ Î ��� � (			 	 ) eine 
Ableitung S *� wwww zu bestimmen. Dazu kann die 
Umkehrung einer Rechtsableitung genutzt 

117

��� �

Umkehrung einer Rechtsableitung genutzt 
werden: 

• Sei DDDD= { ddddi }n
i=1 eine Ableitung (Rechts-

ableitung). Die aus DDDDa = [ dddd1 , dddd2 ,..., ddddn-1 , ddddn ] 
durch Inversion hervorgehende Folge        DDDDr = [ 
ddddn , ddddn-1 ,..., dddd2 , dddd1 ] heißt Reduktion (bzw. 
Rechtsreduktion oder kanonische Reduktion) 
von ���� (DDDD) nach ��� � (DDDD) .

Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

• Sei � eine Rechtssatzform (d.h.: S � � R � ). Ein 
Paar (�, p) mit � ³³³³ 0 und einer Produktion p ÎÎÎ Î P 
heißt  Henkel von � , wenn
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heißt  Henkel von � , wenn

S � � R � AAAA� � R � g g g g � = �

mit (1) � = | � |

(2) p = AAAA �  gggg

Ableitungen in kontextfreien 
Grammatiken

Der Henkel einer Rechtssatzform hält den letz-ten 
Ableitungsschritt einer Rechtsableitung von � . Denn 
ist (�, AAAA �  gggg) Henkel von � , gibt es eine 
Rechtssatzform von � , deren letzter Ableitungs-
schritt durch [� , AAAA �  gggg, � ] gegeben ist, wobei � aus 
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schritt durch [� , AAAA �  gggg, � ] gegeben ist, wobei � aus 
den ersten � Symbolen und � aus den letzten |� | - � -
|gggg| Symbolen von � besteht. Die Kenntnis des 
Henkels ermöglicht somit die Rechtsreduk-tion � = �
g g g g � auf die Rechtssatzform � AAAA� .

• Folglich heißt der Rechtsableitungsschritt          [� , AAAA
�  gggg, � ] auch Rechtsreduktionsschritt (oder 
kanonischer Reduktionsschritt) zu � = � g g g g �

Rechtsreduktionen

Soll für ein Wort  wwww ÎÎÎ Î ��� � (			 	 ) eine Rechts-
reduktion berechnet werden, so erfolgt dies 
– ausgehend von wwww – durch fort-gesetzte 
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��� �

– ausgehend von wwww – durch fort-gesetzte 
Bestimmung eines Henkels und 
Durchführung der entsprechenden 
Rechtsreduktion, mit der eine Rechts-
satzform aufgebaut wird, bis die Rechts-
satzform „S“ aufgebaut ist.



Reduktion von 
„aaaabbbb“

Sei aaaabbbb Rechtssatz-
form und Wort von ��� � (			 	� ������� ) 59

Beispiel einer 
kontextfreien Grammatik

G-2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S �������� aSb,

S �������� ab }

�"�"�"�" (G-2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1

�
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dddd4 = [  aaa,  S � ab,  bbb ]

( 3, S � ab ) ist Henkel für letzten Ableitungsschritt

|��| = 3 | ��| = | ��| - � - | gggg| = 8-3-2 = 3

Dann ist aaaSbbb neue Rechtssatzform.

Reduktion von 
„aaaabbbb“

aaaSbbb ist
Rechtssatzform. 59

Beispiel einer 
kontextfreien Grammatik

G-2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S �������� aSb,

S �������� ab }

�"�"�"�" (G-2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1

�
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dddd3 = [  aa,  S � aSb,  bb ]

( 2, S � aSb ) ist Henkel für letzten Ableitungsschritt

|��| = 2 | ��| = | ��| - � - | gggg| = 7-2-3 = 2

Dann ist aaSbb neue Rechtssatzform.

Reduktion von 
„aaaabbbb“

aaSbb ist
Rechtssatzform. 59

Beispiel einer 
kontextfreien Grammatik

G-2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S �������� aSb,

S �������� ab }

�"�"�"�" (G-2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1

�
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dddd2 = [  a,  S � aSb,  b ]

( 1, S � aSb ) ist Henkel für letzten Ableitungsschritt

|��| = 1 | ��| = | ��| - � - | gggg| = 5-1-3 = 1

Dann ist aSb neue Rechtssatzform.

Reduktion von 
„aaaabbbb“

aSb ist
Rechtssatzform. 59

Beispiel einer 
kontextfreien Grammatik

G-2  =  (N, T, P, S) mit 
N = { S }
T = { a, b }

P = { S �������� aSb,

S �������� ab }

�"�"�"�" (G-2) = {ab, aabb, aaabbb, aaaabbbb, ... }
= anbn , n³³³³ 1

�
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dddd1 = [  eeee,  S � aSb,  e e e e ]
( 0, S � aSb ) ist Henkel für letzten Ableitungsschritt

|��| = 0 | ��| = | ��| - � - | gggg| = 3-0-3 = 0

Dann ist S neue Rechtssatzform.


